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model epidemi yang memperhatikan penularan infeksi
pada saat perjalanan antarwilayah dikemukakan oleh
2005
Arino dan Driessche mengkonstruksi
model epidemi multi kota untuk
menganalisis penyebaran penyakit
menular secara spasial.
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Analisis Sistem Dinamik Model Penyebaran Penyakit




 Bilangan reproduksi dasar
 Kestabilan
simulasi dengan tujuan untuk mengetahui pengaruh perpindahan individu





1. Bagaimana mengkonstruksi model matematika penyebaran penyakit
menular antar dua wilayah dalam dua kasus yang berbeda.
2. Bagaimana syarat eksistensi titik kesetimbangan dan menganalisis
kestabilannya dari kedua model berdasarkan bilangan reproduksi
dasar.
3. Bagaimana mendapatkan kontrol pengobatan yang optimal pada
populasi infected.
4. Bagaimana hasil simulasi numerik pengaruh perpindahan individu
antarwilayah bagi penyebaran penyakit dan efektivitas kontrol
pengobatan yang telah diberikan.
Batasan Masalah
1. Individu yang baru lahir memiliki kekebalan alami, sehingga masuk
dalam populasi susceptible.
2. Interaksi terjadi dalam dua wilayah tanpa adanya individu yang
masuk dan keluar dari kedua wilayah tersebut.
3. Kedua wilayah identik, yaitu memiliki kesamaan parameter
epidemiologi.
4. Tingkat penularan penyakit dalam wilayah lebih besar daripada
tingkat penularan penyakit pada saat perjalanan antarwilayah.
5. Penularan penyakit terjadi akibat kontak langsung antara individu
susceptible dengan individu infected dan individu yang menjadi
objek pada penulisan tesis ini adalah manusia.
Tujuan
1. Mengkonstruksi model matematika penyebaran penyakit menular
antar dua wilayah dengan dua kasus yang berbeda.
2. Menentukan syarat eksistensi titik kesetimbangan dan menganalisis
kestabilannya dari kedua model berdasarkan bilangan reproduksi
dasar.
3. Mendapatkan kontrol pengobatan yang optimal pada populasi
infected.
4. Mengetahui hasil simulasi numerik pengaruh perpindahan individu
antarwilayah bagi penyebaran penyakit dan efektivitas kontrol
pengobatan yang telah diberikan.
Manfaat
1.Memberikan informasi untuk penelitian selanjutnya tentang
penyebaran penyakit menular antar dua wilayah dengan
menggunakan kontrol optimal.
2.Mengetahui bahwa pemberian kontrol pengobatan dapat menjadi
salah satu solusi dalam mengatasi masalah penyebaran penyakit.
Kajian Pustaka & Dasar Teori
1 Model Penyebaran Penyakit Antarwilayah
2 Sistem Dinamik
3 Titik Kesetimbangan
4 Kestabilan Titik Kesetimbangan
7 Kontrol Optimal












 Susceptible (S) adalah kelompok individu yang
secara fisik dalam keadaan sehat tetapi mempunyai
kemungkinan tertular penyakit.
 Infected (I) adalah kelompok individu yang telah
tertular penyakit dan dapat menularkan
penyakitnya kepada individu lain.
 Treatment (T) adalah kelompok individu yang
berada dalam masa pengobatan.
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Titik Kesetimbangan Model I















Titik Kesetimbangan Model I
Titik 𝐸𝑎
0 disebut titik kesetimbangan bebas penyakit karena 𝐼1
0, 𝐼2
0 = 0
yang berarti tidak terjadi penyebaran penyakit di dalam populasi
karena tidak ada interaksi antara individu susceptible dengan individu
infected.
Sedangkan titik kesetimbangan endemi adalah sebagai berikut
Bilangan Reproduksi Dasar Model I
Menurut Driessche dan Wetmough (2002), penentuan bilangan
reproduksi dasar terlebih dahulu membentuk matriks generasi
selanjutnya












𝐵 = 𝑏 + 𝑑 + 𝛼1
𝐶 = 𝑏 + 𝑑 𝑏 + 𝑑 + 2𝛼1
Kemudian bilangan reproduksi dasar dari model yaitu spectral radius dari matriks 𝐴.




Sebelum menentukan kestabilan titik kesetimbangan, terlebih





+ ke dalam Matriks Jacobi diperoleh
𝜆1 = −𝑏
𝜆2 = 𝛽 + 𝛾𝛼1 1 −
1
ℛ0
λ3 = −(𝑏 + 𝛼2)
𝜆4 = − 𝑏 + 2𝛼1
𝜆5 = 𝛽 − 𝑏 + 𝑑 − 𝛼1 2 + 𝛾




















Syarat Eksistensi Titik Kesetimbangan
Model I
Syarat eksistensi titik kesetimbangan berdasarkan bilangan
reproduksi dasar adalah ketika 𝓡𝟎 < 𝟏 hanya ada satu titik
kesetimbangan yang eksis, yaitu titik kesetimbangan bebas
penyakit dan memiliki sifat stabil asimtotik,  sedangkan
ketika 𝓡𝟎 > 𝟏 tedapat dua titik kesetimbangan yang eksis, 
yaitu titik kesetimbangan endemi bersifat stabil asimtotik
dan titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat tidak stabil.
Titik Kesetimbangan























𝑢 < 𝛽 + 𝛾𝛼1 − 𝑏
maka hanya terdapat satu titik kesetimbangan, 
yaitu titik kesetimbangan 𝐸𝑏
0 yang bersifat stabil asimtotik
maka titik kesetimbangan𝐸𝑏




Tujuan yang dicapai dalam permasalahan kontrol optimal pada penelitian ini 




Langkah pertama yang dilakukan untuk mendapatkan kontrol
pengobatan yang optimal adalah membentuk fungsi Hamiltonian,
yaitu
Penyelesaian Kontrol Optimal
Dari persamaan state dan 
costate yang didapat, 
diperoleh sistem yang optimal. 
Simulasi
dilakukan simulasi untuk melihat perubahan jumlah individu di masing-masing
populasi pada saat ℛ0 < 1, ℛ0 > 1, eksistensi titik kesetimbangan, dan
pengaruh perpindahan individu antarwilayah terhadap penyebaran penyakit.
Untuk simulasi saat kondisi ℛ < 1, 
























































Untuk simulasi numerik saat kondisi ℛ0 > 1, nilai parameter yang digunakan 
diberikan pada Tabel 1 dengan memperbesasr nilai parameter 𝛽 menjadi 0.6.
Kemudian simulasi yang dilakukan pada kondisi ℛ0 > 1 adalah menunjukkan
pengaruh kontrol pengobatan yang dilakukan pada populasi infected. 












































































































































































































Grafik bilangan reproduksi dasar
Pada titik kesetimbangan endemi ℛ0 > 1 , disimulasikan ketika parameter 𝛼1 berjalan dari
0 menuju 1. Dengan tujuan untuk mengetahui pengaruh perpindahan individu antarwilayah
terhadap penyebaran penyakit menular.














































1. Dengan mempelajari fenomena yang ada dan diberikan beberapa asumsi,
diperoleh model penyebaran penyakit menular antar dua wilayah dengan
dua kasus. Model I dan II berupa sistem persamaan diferensial nonlinear.
Model I tidak terdapat kontrol pengobatan, yaitu
Kesimpulan
sedangkan model II terdapat kontrol pengobatan pada populasi infected, yaitu
Kesimpulan
2. Model I dan II memiliki dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemi. Syarat eksistensi dan
kestabilan kedua titik kesetimbangan tersebut adalah sebagai berikut.
a. Jika ℛ0 < 1 maka titik kesetimbangan bebas penyakit eksis dan bersifat
stabil asimtotik, artinya setiap individu yang terinfeksi memproduksi
kurang dari satu individu terinfeksi baru, dengan kata lain dapat
diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari populasi.
b. Jika ℛ0 > 1 maka kedua titik kesetimbangan eksis, akan tetapi titik
ketimbangan endemi bersifat stabil asimtotik dan titik kesetimbangan
bebas penyakit tidak stabil, artinya setiap individu yang terinfeksi
memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru, dengan kata lain
dapat diprediksi bahwa infeksi akan menyebar pada populasi.
Kesimpulan
3. Untuk mendapatkan kontrol optimal dibentuk fungsi Hamiltonian yang memenuhi
persamaan state, costate, dan kondisi stasioner sesuai prinsip Pontryagin dan
didapatkan kontrol optimal sebagai berikut
𝑢∗ 𝑡 = min 0.9,max 0,
𝜆𝐼1 − 𝜆𝑇1 𝐼1 + 𝜆𝐼2 − 𝜆𝑇2 𝐼2
𝐴
4. Hasil analisis yang didapatkan untuk pengaruh perpindahan individu antarwilayah
adalah jika tingkat perpindahan individu antarwilayah semakin meningkat maka
nilai bilangan reproduksi dasar juga semakin meningkat. Karena semakin
meningkatnya bilangan reproduksi dasar maka rata-rata individu yang terinfeksi
menghasilkan individu terinfeksi baru dikarenakan terjadinya kontak antara
individu susceptible dengan individu infected, sehingga menyebabkan
bertambahnya jumlah individu pada populasi infected. Hasil simulasi juga
menunjukkan hasil yang sesuai dengan hasil analisis. Kemudian hasil dari kontrol
optimal menunjukkan keefektifan kontrol dalam mengendalikan penyebaran
penyakit menular antar dua wilayah, yaitu dapat mengurangi jumlah individu
infected.
Saran
Pada penulisan selanjutnya, hal yang dapat
dikembangkan dari tesis ini adalah dengan menambahkan
kontrol vaksinasi yang diberikan kepada individu susceptible.
Selanjutnya membandingkan efektivitas kontrol vaksinasi
dengan kontrol pengobatan.
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